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���　点$，%�は格子点とし，$�� �D ��� �D ，%�� �E ��� �E �とする．

　�L�　三角形�2$%�の面積が最小となるとき，� �D �E � �D �E  �である．

�����LL�����23 P2$�Q2%�で表される点�3�が格子点であるとき，�P���Q�が整数であるこ��

　　　�と�を示せ．

���　���点�2，$，%，&�は格子点とし，これら���つの点で作られる凸四角形の面積が最小

　となるときを考える．

　��L��　四角形�2$%&�の周および内部に含まれる格子点が�2，$，%，&�以外に存在しな

　　　�いことを示せ．

　��LL��　この四角形が平行四辺形であることを示せ．

注　D� ��E�を���でない整数とする．このとき，

　　　　　　�D� ��E�は互いに素な整数�&�D[� E\ ��が整数解をもつ

　ということを既知として答案で用いた．

������L��　��2$%�� 
�

� �D �E � �D �E �であり，� �D ��� �D ��� �E ��� �E �は整数であるから� �D �E � �D �E �も整数

　　　である．� �D �E � �D �E  ��とすると，�
�D

�D
 �E

�E
�となり���点�2，$，%�が一直線上に並ぶので

　　　三角形が作られない．

　　　� �D �E � �D �E  ��とすると，� �D �E � �D �E  ���

　　　このような点�$�� �D ��� �D ，%�� �E ��� �E �をとることができるので，� �D �E � �D �E �の最小値は���

����LL��　格子点�3�� S���T �が�P���Q�を用いて�23 P2$�Q2%�と表せるとき，
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　　　�①� �D �②� �D から，

　　　　　　　�� �D � �D S � �D �E � �D �E Q �

　　　ここで���L���から� �D �E � �D �E  ���であるから，�Q �� ��D �D S�となり�Q�は整数である．

　　　同様に，�①� �D �②� �D �から�P�が整数であることが示される．

������L��　四角形2$%&�の面積が最小となるのは，�2$%�の面積と��2%&�の面積が最小となるとき

　　　である．�このような点$，%，&�は�注�より必ずとることができる�

　　　このとき，�2$%�の周および内部に格子点�3�が含まれているとすると，����の議論から整数

　　　�P���Q�を用いて�23 P2$�Q2%�と表せる．また，�2$%�の周および内部に含まれるので，

　　　　　　　　���P�Q�������P�������Q�� �

　　　であるから，�� P���Q  � ����� ���� ����� ���� ����� �となり点�3�は2，$，%�のいずれかに一致する．

2 %

&

　　　�2%&�でも同様に議論でき，2，%，&�のいずれかに一致する．

���LL��　���つので作られる四角形�2$%&�を考える．

　　四角形�2$%&�の面積を右図のように��2$%�の面積と

　　�2%&�の面積の和と考えたとき，����よりどちらの

　　三角形の面積も�
�

�
�となることから，直線�2%�から等距

　　離の位置に点�$，&�がある．したがって，線分�$&�の

$　　中点は�2%�上に存在する．

　　四角形�2$%&�の面積を��$%&�の面積と�2$&�の面積の和と考えたときも同様の議論から�2%�

　　の中点が$&�上に存在することがわかる．四角形�2$%&�の���本の対角線は各々の中点で交わるこ

　　とから四角形2$%&�は平行四辺形である．�他の四角形も同様�

-4-


